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4. Planowanie trajektorii ruchu robota

Planowanie trajektorii ruchu robota jest zwiazane z realizacja zadania. Problem zdefiniowany
w przestrzeni zadania jest ,rozkladany” na szereg trajektorii (zazwyczaj projektowanych w
przestrzeni zadania), ktérych wykonanie gwarantuje osiagniecie postawionego celu
manipulagji.

4.1. Uklady holonomiczne i nieholonomiczne
Podzial wiezéw kinematycznych (zaleznosci od czasu) z punktu widzenia mechaniki
analitycznej:

e wiezy zalezne od czasu - reonomiczne,

e wiezy niezalezne od czasu - skleronomiczne.

Podzial wiezéw kinematycznych (zaleznos$¢ od predkosci) z punktu widzenia mechaniki
analitycznej:

e wiezy zalezne od predkosci - nieholonomiczne,

e wiezy niezalezne od predkosci - holonomiczne.
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a t jest czasem.
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5. Planowanie trajektorii w przestrzeni wewnetrznej

przez skrét PTP czyli Point-To-Point).

5.1. Trajektoria wielomianowa trzeciego stopnia

q(t) = a3t3 + a2t2 + a1t + ap,

Predkos¢ wspélrzednej uogélnionej ma postac:

q(t) = 3(13t2 —|— 2@275 —|— ai.

Przyspieszenie wspoéirzednej uogélnionej wynosi:

q(t) = 6(1,3t + 2@2.

podstawie réwnan (201) i (202):

do = Qo ,
QO =daz,

qr = agti + agti + Gltk “+ag,

q.k 3a3ti + QCLth +ap,

Rozwiazanie uwzgledniajace powyzsze warunki:

ap = qo ,
aq :q()/
3 1. .
Qs = t_g(qk’_QO)_ t_(Qk+2QO)z
k k
2 1 . )
as = _t_g(Qk_QO)+t_2(Qk+QO)
k k

Planowanie trajektorii w przestrzeni zlaczy (w przestrzeni wewnetrznej) zwiazane jest
sytuacja, gdy nie jest istotna Sciezka geometryczna w przestrzeni zadania a celem ruchu jest
osiagniecie przez manipulator zadanego punktu w przestrzeni roboczej (typ ruchu okreslany

Projektowana trajektoria pojedynczego zlacza manipulatora (jakby manipulator sktadat sie z
niezaleznych stopni swobody) ma posta¢ wielomianu trzeciego stopnia:

przy czym wspolczynniki ag, a1, as, ag okreslane sa na podstawie warunkéw brzegowych,

Wspoétczynniki wielomianu nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych tj. polozenia i
predkosci na poczatku i na konicu trajektorii: o, gk, do, ¢x i czasu trwania ruchu ¢;. Na

/
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Jezeli ruch ogniwa ma wynika¢ z warunku ,,z zatrzymania do zatrzymania” wéwczas
wspoltczynniki wielomianu wynosza:

ao = 4o,
a; = 0,
3 (206)
Qo = t—Q(ka—QO)/
k
2
az = —t—g(%—%)-
k Vs

Zaprojektowanie takiego ruchu dla manipulatora wymaga wyznaczenia wielominéw dla
wszystkich stopni swobody, przy czym czas trwania ruchu ¢, jest taki sam dla wszystkich
wielomianéw. Wspoétczynniki wielomianéw wynikaja z potozen poczatkowych i koricowych
wspotrzednych uogélnionych obliczonych z zadania odwrotnego kinematyki dla zadanego
punktu poczatkowego i koricowego w przestrzeni zadania.

5.2. Trajektoria wielomianowa piatego stopnia
Przy wyznaczaniu wspoélczynnikéw wielomianu (201) nie jest mozliwe jednoczesne

uwzglednienie ograniczer zwiazanych z przyspieszeniem poczatkowym i koficowym.
Rozwiazanie tego problemu mozeby¢ wielomian piatego stopnia:

Q(t) = a5t5 + a4t4 + &3t3 + a2t2 + alt + ap. (207)
Ograniczenia dla rozwazanego wielomianu przyjmuja postac:

o = Qg ,

ap + aity + asti + azti + asty + ast} ,

4k
0 = ay,
do 1 (208)
qk = a1+ 2a2tk + 3&31&% + 4a4t2 + 5(15t4 ’

qb = 20’2/

G = 2ay + Gasty, + 12a4t3 + 20ast; .

N
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Po rozwiazaniu powyzszego ukltadu réwnan otrzymamy wspélczynniki wielomianu:

3\

aop = qo ,

ap = QO 7

gy = B0

B (209)
) ) .. . >

20 (qk — qo) — (84 + 124,) tx — (34, — Gi) t;,

as = 2ti 7
_30(q0 — @) + (14qk + 164,) ty, + (3G, — 2Gx) L7

4 = ot /
~12(gk — qo) — 6 (d + dp) tr — (Gp — i) L,

a5 - 22,:5 7

k Vs

5.3. Trajektoria liniowo-paraboliczna

Trajektorie w przestrzeni ztaczy mozna ksztattowac tak, by przemieszczanie (we
wspolrzednej wewnetrznej) byto liniowe (ze stala predkoécia). Ruch taki polega to na
rozpedzaniu danego zlacza ze stalym dodatnim przyspieszeniem, nastepnie przyspieszenie
przyjmie warto$¢ zero (ruch ze stala predkoscia) by na konicu trajektorii ruch byt hamowany
ze stalym ujemnym przyspieszeniem. W ruchu tym mamy do czynienia z trapezowym
profilem predkosci.

) B A T
q ‘ § ‘
qrjp——> }

.0 4, -t t t
q s

q,

0 4 ot |t t
_q/ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Rys. 45 Charakterystyka trapezowego profilu predkosci

qs — q
ts — 1t

N /
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1.
qQ =qo+ QCIztzQ- (211)

Réwnania (210) oraz (211) mozemy zapisaé w nastepujacej postaci:

Git? — ditrt + qr. — qo = 0. (212)

Zwykle zaklada sie znajomos$¢ maksymalnego przyspieszenia ¢ i wtedy dla zadanych
wartosci qo, g, oraz t;, mozemy wyznaczy¢ czas t; poruszania sie po parabolicznym segmencie
potozenia. Z powyzszego rownania wynika, Ze czas ten

. B
= te 1\/@1% 4.(% C]o)’ (213)
2 2 q

przy czym t; < t;/2. Stad w fatwy spos6b mozna wyznaczy¢ wzér na ograniczenie
przyspieszen §;, ktore w rozwazanym przypadku ma postac:
oo 4 —ap)
| > = (214)
k
Zwréémy uwage, ze dla ograniczenia w postaci réwnosci w powyzszym wzorze trajektoria

z rys. 45 sktada sie tylko z dwdéch odcinkéw parabolicznych — rozpedzania i hamowania.
Moéwimy wtedy o profilu predkosci w postaci tréjkata.

Jezeli zalozymy, Ze znane sa qo, g; oraz t;, (za tym idzie znajomos$¢ Sredniej predkosci ruchu),
réwnanie (214) nakltada warunek na przyspieszenie ¢;. Czas ¢; obliczamy na podstawie wzoru
(213), a trajektoria jest opisana zaleznoscia:

Qo + 5Git? dla 0 <t <t

<
qt) =qaq+at (t—4%) dla t; <t<tp—1t, (215)

g — 4 (e — ) dla t, — 1 <t <ty

Wybér przyspieszenia ruchu po parabolicznym odcinku trajektorii nie jest jedynym
sposobem wyznaczania trajektorii o trapezowym profilu predko$ci. Zamiast ¢; mozemy
okresli¢ predkos¢ ruchu ¢; przy przejsciu z odcinka parabolicznego na liniowy. Podlega ona
ograniczeniu o nastepujacej postaci:

|Qk —C]o|

< < 216
» 1] » (216)
Zauwazywszy, ze §; = §it;, z rbwnania (212) mozemy obliczy¢ czas t;:
t = do C]k. +q k:7 (217)

q
a stad przyspieszenie:

2

el (218)

G =——"-".
qo — qr + qitx

N
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Ostatecznie biorac pod uwage wzory (217) oraz (218), mozemy wyznaczy¢ wielomiany
okreslone za pomoca wzoru (215).

5.4. Trajektoria liniowo-paraboliczna z punktami posrednimi

Trajektoria segmentami liniowa z odcinkami parabolicznymi przechodzi przez punkty
posrednie (ich liczba jest skoriczona) rys. 46.

q |
q;

9

Lo B [dj/c ; ¢
=

Rys. 46 Trajektoria liniowa z odcinkami parabolicznymi — uogélnienie

Warto$ci wspoétrzednej uogélnionej w punktach j, k, | oznaczamy odpowiednio przez g;, g,
q- Oznaczenia na rys. 46 maja charakter lokalny. Czas pokonywania odcinka parabolicznego
w otoczeniu punktu k-tego przez t;, czas pokonywania czesci liniowej trajektorii pomiedzy
punktami j oraz k przez t;;, a czas pokonywania catego segmentu pomiedzy tymi punktami
przez tg;,. Predkos¢ ruchu liniowego z punktu j do k oznaczamy przez ¢;;, a przyspieszenie
ruchu parabolicznego wokoét punktu j przez g;. Zakladamy, ze znane sa punkty posrednie gy,
trajektorii z rys. 46 oraz czasy przejécia pomiedzy punktami posrednimi 4. Ponadto
zalozymy, ze znane sa wartoéci bezwzgledne maksymalnych przyspieszen |Gy|.

Biorac teraz pod uwage rys. 46 oraz powyzsze rozwazania, mozemy zapisa¢ zaleznoéci dla
segmentu trajektorii pomiedzy punktami j oraz k:

. Gk — gy
45k = —F
tajk
Ge = sgn(qu — i) |Gl (219)
Gkl — ik
ty, = ———,
gk
tin = tar— 5t —5te. |

Wedlug tych wzoréw obliczenia wykonuje sie dla wszystkich segmentéw z wyjatkiem
pierwszego i ostatniego, dla nich sa one nieco inne. Dla pierwszego segmentu czas
pokonywania odcinka parabolicznego musi by¢ uwzgledniony w catkowitym czasie
pokonywania tego segmentu. Poréwnujemy wyrazenia opisujace predkos¢ na odcinkach
liniowym i parabolicznym:
42 — ¢
ta2 — 5t

= (it1 (220)

N
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i wyznaczamy czas t;. Predko$¢ ¢,2 oraz czas ¢, obliczymy z nastepujacej sekwencji wzoréw:

\

@i = sgn(qg—q)ldl,
2(¢2 — ¢
ty = tqi2— \/t(2112 - g ,
N (221)

g _ 92 — q1

12 = T

ta2 — 5t
tie = taz—t1 — 3to.

Ve

W analogiczny sposéb prowadzimy obliczenia dla ostatniego segmentu, taczacego punkty
n — 1 oraz n. Czas t,, obliczamy z zaleznoSci:

Gn—1 — dn .
1, = Gntn (222)
td(n—l)n - §tn

a pozostate parametry wyznaczamy na podstawie nastepujacych wzoréw:

\

éjn = 5gn (anl - QH) |Qn| ’
2 Qn — Qn—
tn = td(n—l)n — \/t?l(n—l)n + g ,
n (223)
q . — n — Qn—1
(=t td(n—l)n - %tn ’
t(nfl)n = td(nfl)n —tp — %tn—l .

Ve

Z rysunku 46 wynika jasno, ze trajektorie paraboliczne nie przechodza przez wybrane punkty
narzucone przez uzytkownika. Réwnania zdefiniowane za pomoca wzoréw (219)-(223) w
pelni definiuja zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi punktami trajektorii, okreslaja czasy
trwania czesci parabolicznych oraz odpowiednie predkosci.

5.5. Wykorzystanie funkcji sklejanych

Funkgcje sklejane sa zwiazane z reprezentacja wsp6trzednej uogélnionej ¢ za pomoca
kombinacji pewnych funkgji, tworzacych baze w odpowiedniej przestrzeni. Korzystniej
bedzie przedstawi¢ ¢ jako funkcje drogi przebytej s, a nie jako funkcje czasu ¢. Zmienna s jest
zatem skalarem i zmienia sie w przedziale 0 < s < sy, przy czym s; > 0 oznacza dtugos¢
drogi. Z matematycznego punktu widzenia mozemy wspéirzedna uogdélniona ¢(s)
przedstawi¢ w postaci nastepujacego rozwiniecia:

M
g"(s) = cipi(s), (224)
j=0

~

/
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przy czym M jest parametrem okreslajacym dlugosé rozwiniecia, a funkgje ¢;(s) sa funkcjami
liniowo niezaleznymi. Jest to inne spojrzenie na zagadnienie minimalizacji funkcjonatu. Oté6z
chcemy, aby funkcje ¢;(s) wykazywaty nastepujace wtasciwosci. Nalezy dobra¢ taka ich
kombinagje liniowa dla dowolnej funkgji ¢*, aby wartosci wskaznikéw Wy (¢™) oraz Wi (q)
r6znilty sie dowolnie mato. Rozwigzanie zadania sprowadza sie zatem do znalezienia takich
wspo6lczynnikéw co, c; ... ¢y, aby dla danej bazy {y; }jj\io minimalizowaly one warto$¢ tego
wyrazenia. Jest to zadanie optymalizacji statycznej, ktéra moze by¢ rozwiazana jedna z metod
wariacyjnych. W tym miejscu nie bedziemy zajmowac sie aspektami numerycznymi
rozwiazania. Pragniemy jednak zwrdci¢ uwage, iz takie podejscie jest mozliwe.

Przy okazji pokazemy, jak skonstruowac rézne uklady ciagéw liniowo niezaleznych ;.
W tym celu oznaczmy przez P podziat przedziatu (0, s;) € R! na M podprzedziatéw o
dtugosci h = s;41 — s; kazdydlaj =0,1,--- , M — 1, gdzie ,wezly” podziatu s; sa takimi
warto$ciami, ze 0 = sp < 51 < 59 < -+ - < Sy = Sp. Zalé6zmy ponadto, ze 0 < r < M.

Dla r > 1 okreslimy teraz przestrzen liniowa funkgji sklejanych S”(P) porzadku r wzgledem
podziatu P jako zbi6r takich funkgji ¢ : (0, sx) — R', ze

S(P) = {w(s) 1 p(s) € C* ({0, 5¢), RY) }

i p(s) jest wielomianem stopnia 2r — 1 w kazdym przedziale (s;, s;11) dlai =1,2,--- M. W
ostatniej zaleznosci C*"~2 oznacza klase funkgji ciagtych wraz z jej pochodnymi do rzedu

2r — 2 wlacznie, ktore sa tez funkcjami ciaglymi. Zauwazmy, ze elementy przestrzeni S”(P) sa
funkcjami, ktére powstaja ze ,sklejenia” wielomianéw stopnia 2r — 1 okreslonych na
przedziatach (s;, s;11). Rozpatrzymy teraz trzy wybrane rodzaje funkcji bazowych
(nazwanych inaczej funkcjami podstawowymi):

e liniowe sklejane,
e szedcienne sklejane,
e trygonometryczne B-funkcje sklejane porzadku trzy.

Oznaczmy przez S! przestrzen liniowych funkgji sklejanych, czyli przestrzen funkgji ciagtych,
odcinkami liniowych. Baza w przestrzeni S* jest zdefiniowana jako ciag funkgji

{@L,j };‘Viol gdZie Yr,; ma postaé:

% dla s € <Sj,1,Sj>,
pLils) = FE—= dla s € (5;,551); (225)
0 dla pozostatych s,

przy czym zauwazmy, ze w punkcie s = s; funkcja ¢ ;(s) = 1.

Oznaczmy teraz przez S* przestrzen szeSciennych funkgji sklejanych, czyli funkdji ciagtych
dwukrotnie rézniczkowalnych, ktére powstaty przez sklejenie wielomianéw algebraicznych
trzeciego stopnia. Baza w przestrzeni S? jest zdefiniowana w postaci ciagu funkgji {c }jﬂio.

N
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Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenie

s—389g—jh
h ?
przy czym s € (sg, syr). Wtedy funkcje podstawowa ¢¢ ; zapiszemy jako

& =§(s) =

(2 —6@-)3 ) 2(1;@)3 _eos 2<L35>3 dla & € (—2,—1),
f. s € (sj-2,55-1)
PR )3
(2 6&) 20 351) g dla & € (~1,0),
r ‘ t'J S € <8j_1,8j>
SOC,j(S) —J(2 —6@)3 B 2(1 ;fz)d dla & € (0,1), . (226)
. s € (sj,5541)
33
(2 —2&) dla & € (1,2),
f. 5 € (sj41,8542)
L0 dla pozostatych ¢;

Zauwazmy, ze w punktach przejécia miedzy przedziatami otrzymamy dokltadnie takie same
wartos$ci. Ponadto funkcje okredlone za pomoca wzoru (226) mozna w tatwy sposéb
zrézniczkowa¢, utrzymujac ciagtosé predkosci i przyspieszenn we wszystkich punktach, jezeli
skorzystamy ze wzoru (224).

Wreszcie oznaczmy przez 1" przestrzen trygonometrycznych B-funkgji sklejanych porzadku
r. Dla kazdego z przedziatow (s;, s;,1) funkcje o7, ; sa okreSlone nastepujaco:

1
—— dla s € (s;,8;41),
©h;(s) = { sin(h/2) i) (227)

0 dla pozostalych s.

Niech teraz s; < sj41 <+ < 84, przy czym s; < s;i, < s; + 2. Wtedy o7 ;(s) (r > 1)
mozemy przedstawié w postaci nastepujacej zaleznosci rekurencyjne;:

SN ERET _ . Sj4r— S\ ,_
Sln( 5 ]) v, (5) +Sm( J+2 ) P (s)
dla s € (sj,Sj4r),

0h(s) = “in (Sm - sj) (228)
2

0 dla pozostatych s.

\

Wybér bazy przewaznie zalezy od konkretnego zadania.
6. Planowanie trajektorii w przestrzeni zewnetrznej

Zajmijmy sie generowaniem trajektorii w przestrzeni zewnetrznej, czyli w przestrzeni
kartezjariskiej. W zwiazku z tym rozpatrzymy sytuacje przedstawiona na rys. 47. Zaznaczono
na

\

/

Wprowadzenie do robotyki, 2012 http://www?2.ar-kari.put.poznan.pl/"pdut



Politechnika Poznariska, Katedra Sterowania i Inzynierii Systemoéw

str. 10

-

\

065mm

X

Rys. 47 Trajektoria I' w przestrzeni kartezjanskiej

nim trajektorie I' o punkcie poczatkowym P, i punkcie koticowym P, okre§lonymi przez
konice wektoréw p,, i pi.. Podobnie jak w poprzednim rozdziale, przez s oznaczamy dtugos¢
krzywej I, zatem dla punktu P, dtugos¢ s = 0. W zwiazku z tym mozemy zapisa¢, ze

p=f(s) (229)

W2z6r ten okredla trajektorie I', zapisana za pomoca funkgji f(s). Oznaczmy przez P punkt na
krzywej I', odpowiadajacy zmiennej s. Prawie dla kazdego, tzn. poza skoriczona liczba,
punktu P nalezacego do trajektorii I' mozemy zdefiniowa¢ trzy jednostkowe wektory, ktére
sa zwiazane z rozpatrywana krzywa. Wektory orientacji sa w pelni scharakteryzowane przez
geometrie trajektorii, a ich kierunek zalezy od kierunku wynikajacego ze wzoru (229).
Pierwszy z wektoréw jednostkowych jest styczny do krzywej i oznaczamy go przez t. Jest on
zorientowany wzdtuz trajektorii i okreslony przez kierunek zmian wspoétrzednej s.

Drugi wektor jednostkowy jest normalny i oznaczamy go przez n. Nalezy on do plaszczyzny
Scisle stycznej i tworzy wraz z wektorem t uklad prawoskretny. Przypominamy, ze
plaszczyzna $ci$le styczna to taka, ktéra zawiera wczeéniej zdefiniowany wektor ¢ i punkt

P’ €T taki, ze P’ dazy w granicy do punktu P wzdtuz krzywej I'. Zwrot wektora n jest taki,
ze trajektoria I' w otoczeniu punktu P wzgledem plaszczyzny zawierajacej wektor ¢ oraz
wektor do niego prostopadty n lezy po tej samej stronie co wektor n.

Trzeci wektor jednostkowy jest prostopadly do dwéch wektoréw zdefiniowanych wyzej

i oznaczany przez b. Wektory jednostkowe t, n oraz b tworza uktad prawoskretny. Zwréémy
uwage, ze nie zawsze mozemy zdefiniowac taka tréjke wektorow. Wektory te zaleza od
geometrii trajektorii. W §wietle powyzszych rozwazari mozemy zapisa¢ nastepujace wzory:

g - 1 9p
B d_p ds’
ds
no L dp (230)
Fp][ 4
ds?
b =txn,

/
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przy czym || - || jest dlugoscia wektora.

6.1. Przykladowe trajektorie w przestrzeni zewnetrznej

Podamy dwa przyklady zastosowania tej konstrukcji trajektorii. Rozpatrzymy najprostszy
przyklad, tj. krzywa I jako odcinek liniowy pomiedzy punktami P, oraz P;. Z
matematycznego punktu widzenia mozemy wtedy zapisac:
s
P(s) = Pp + 7 (Px = P») (231)
" e = pol ’
gdzie p,, pi sa wektorami faczacymi punkty P,, P, z poczatkiem ukladu wspétrzednych.

053mm

X

Rys. 48 Parametryczna reprezentacja okregu w przestrzeni kartezjanskiej

Ponadto zauwazmy, ze jesli s = 0, to mamy p(0) = p,, a dla normy wektora ||p; — p,|| mamy:
p(|lpx — Ppll) = Pi. Zatem mozemy wnioskowa¢, ze kierunek poruszania sie po trajektorii I'
jest od punktu P, do P;,. Dwukrotne ré6zniczkowanie zaleznosci (231) wzgledem parametru s
prowadzi do nastepujacych wzoréw:

- é(pk—p)
ds P — Dyl r (232)

d’*p

@ 0 .

Ze wzoréw tych wynika, Ze na podstawie geometrii krzywej danej wzorem (231) (w istocie
jest to odcinek linii prostej pomiedzy punktami p, oraz p;) nie mozna w sposéb jednoznaczny
okregli¢ trzech wektoréw jednostkowych ¢, n oraz b.

Przejdziemy teraz do analizy drugiego przykladu, ktéry daje pozytywny wynik w tym sensie,
ze mozemy wyznaczy¢ wektory jednostkowe ¢, n oraz b na podstawie geometrii krzywej.
Najprostsza sytuacja bedzie, jezeli zatozymy, Ze trajektoria I jest okregiem w przestrzeni
kartezjariskiej. Sytuacje te zobrazowano na rys. 48. Na rysunku tym przedstawiono okrag
oraz wektor p, wyznaczajacy punkt poczatkowy na tym okregu. Strzatka na obwodzie kota
oznacza kierunek zmian warto$ci parametru s, czyli dtugosci okregu. Pamietajmy, ze w
kazdym przypadku trzeba poda¢ punkt poczatkowy krzywej oraz kierunek zmian parametru

str. 11
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s. Uktad wspotrzednych xyz jest podstawowym ukltadem wspétrzednych. Przez srodek kota
przechodzi linia przerywana, ktéra jest prostopadia do ptaszczyzny kota. W srodku kota
zlokalizowano ukiad wspoétrzednych zwiazanych z kotem. Of$ 2’ lezy na prostej prostopadtej
do plaszczyzny kola. Z osia ta jest zwiazany jednostkowy wektor r. O$ 2’ lezy wzdtuz
kierunku wyznaczonego przez punkt koricowy wektora p, oraz punkt O’ i nalezy do
plaszczyzny kota. O$ i’ uzupelnia uktad do prawoskretnego uktadu wspoétrzednych.Wektor ¢
faczy punkty O i O'. Promien okregu p mozna wyznaczy¢ jako dtugos$¢ wektora p, — ¢, zatem
p = |lp, — c||. Na rysunku 48 narysowano dodatkowo wektor d, ktéry taczy punkt O z
dowolnym punktem na osi prostopadlej do ptaszczyzny kota. Dodatkowy wektor § wynika z
prostej zalezno$ci geometrycznej: 6 = p, — d. Wektor d, a co za tym idzie, wektor § zostaly
wprowadzone tak, aby okrag nie redukowat sie w przestrzeni do jednego punktu. Warunek
ten zapiszemy w nastepujacej postaci: | 6”7 |< ||d]|. Oznacza on, ze wartos¢ iloczynu
skalarnego wektoréw & oraz r powinna by¢ zawsze mniejsza od dtugosci samego wektora 4.
Jezeli warunek ten jest spelniony, to mozemy zapisa¢ nastepujaca zaleznos¢ geometryczna:

c=d+ (8"r)r. (233)

Ostatni wzor wyraza zalezno$¢ okre$lona tréjkatem wyznaczonym przez wektory ¢, d oraz
(677r)r. Oznacza on jednoczesnie jednoznaczne umiejscowienie okregu w przestrzeni
kartezjanskiej zyz.

Zajmiemy sie teraz parametryczna reprezentacja okregu jako funkcji dtugosci jego obwodu.
Aby tego dokona¢, postuzymy sie dodatkowo ukltadem wspétrzednych wyznaczonym przez
osie o', v/, 2. Zwrdémy uwage, ze prosta reprezentacja okregu w tym ukladzie jest
nastepujaca:

pcos(s/p)
p'(s)= | psin(s/p) |- (234)
0

Przypomnijmy, ze p jest promieniem okregu. Pierwsza wspoétrzedna w wektorze p’(s) jest
wspotrzedna 2/, a druga jest wspélrzedna y'. Trzecia wspotrzedna jest zerowa. Oczywiscie
wspoélrzedne te sa okre$lone w lokalnym uktadzie wspoétrzednych 2'y/2’. Interesuje nas
rOwnanie tego okregu w podstawowym ukltadzie wspoétrzednych. Na podstawie rys. 48
mozemy zapisaé nastepujaca zaleznos¢:

p(s) =c+ Rp'(s), (235)

gdzie wektor cjest wyrazony w podstawowym ukladzie wspoétrzednych, a R jest macierza
orientacji ukladu 2’y wzgledem ukladu zyz. Oczywiscie macierz ta jest stala i mozna ja
wyznaczyé w prosty sposéb przez rzutowanie wektoréw jednostkowych uktadu z'y’ 2’ na osie

uktadu zyz. Biorac to pod uwage, mozemy wyznaczy¢ kolejne dwie pochodne wzoru (235)

/
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wzgledem s. Mamy zatem:

; —sin(s/p) 2 —cos(s/p)/p
d—i =R COS(S/,O) , d—;; =R —Sin(s/p)/p . (236)
0 0

Z powyzszego rozumowania wynika, Ze na podstawie geometrii okregu mozemy wyznaczy¢
pierwsza i druga pochodna réwnania tej krzywej wyrazonej wzgledem parametru s, a co za
tym idzie, postugujac sie wzorem (230), wyznaczymy dalej wektory ¢, n oraz b.

6.2. Parametryczna reprezentacja trajektorii

Przedstawione wyzej przyklady wskazuja, jak mozna parametrycznie ksztaltowac trajektorie
robota, i w konsekwengji, jak zdefiniowa¢ uklad wspoétrzednych ¢, n, b. Przedstawione
zadanie mozemy sformutowaé w nastepujacy sposob. Zakladamy, ze funkcja p = f(s) jest
parametryczna reprezentacja trajektorii I' w przestrzeni kartezjariskiej. Wzdtuz tej krzywej
przesuwa sie Srodek narzedzia manipulatora. Podobnie jak poprzednio, z punktami
poczatkowym i koncowym sa zwigzane wektory p, i p,. Parametr s zmienia sie w ten sposéb,
ze w chwili t = 0 droga s = 0 okres$la poczatek trajektorii, a dla ¢ = ¢;, (czyli na koricu
trajektorii) s = s, przy czym sy jest dtugoscia okregu. Funkgja s(t) okresla, w jaki spos6b
nalezy zmienia¢ s jako funkcje czasu wzdtuz trajektorii.

Z analitycznego punktu widzenia s(¢) moze by¢ dowolna funkcja, ktéra uzytkownik
,Maklada” na trajektorie. Moze to by¢ np. wielomian trzeciego stopnia wzgledem czasu ¢ albo
przebieg skladajacy sie z wielomianéw sklejanych, oméwionych w poprzednim rozdziale.
Rozpatrzmy teraz, jak zmienia sie predkos$¢ wektora p w funkgji czasu. Formalne
r6zniczkowanie prowadzi do nastepujacego wzoru

d
p= s‘d—’; — st (237)

przy czym zauwazmy, ze t jest wektorem stycznym do trajektorii (por. tez wzoér (230)). Wzoér
(237) ma stosunkowo prosta interpretacje geometryczna. Wektor ¢ jest wektorem
jednostkowym, a s jest amplituda wektora predkosci p. Predko$¢ ta zmienia sie od zera dla
t = 0 wedtug ksztaltu zaproponowanego przez uzytkownika, ktéry tak planuje trajektorie,
aby dla t = t; osiagna¢ ponownie warto$¢ zero. Zatem § jest funkcja ksztattujaca wartosc¢
amplitudy predkosci wzdtuz trajektorii I'. Koncepcja ta pozwala nam na planowanie
trajektorii w przypadku ogélnym. Dla przykiadu jedli weZmiemy wzér (231), to jego
dwukrotne rézniczkowanie zgodnie z opisana wyzej zasada prowadzi do nastepujacych
zaleznoSci:

p = ——— (D —pp) = 5,

|Pr — Pyl (238)

(P py) =
P =y—""——"7\Pk—DPp) = St.
P

N /
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UzyskaliSmy w ten sposéb opis zmian predkosci i przyspieszenia wektora p wzdtuz

trajektorii.

W analogiczny sposéb dla przypadku ruchu po okregu otrzymamy nastepujace wzory na
predkos¢ i przyspieszenie:

[ s sin(s/p)
scos(s/p) | = st,
0

i)
[
=~

> (239)
—3%cos(s/p)/p — §sin(s/p)

p =R | —§%sin(s/p)/p+ 5cos(s/p) | = 5t+5n.
0

- Ve

Jezeli poréwnamy ostatni wzoér ze wzorem (236), to mozemy stwierdzi¢, ze wektor predkosci
p jest wyrazony przez wektor styczny t wraz z amplituda okres$lona przez s. Przyspieszenie
wystepujace we wzorze (234) sktada sie z dwoch sktadnikéw: pierwszy z nich okresla
przyspieszenie styczne do krzywej, a drugi jest przyspieszeniem dosrodkowym. Skiadniki
tego przyspieszenia sa znane z prostych zaleznosci mechaniki analitycznej dotyczacych ruchu
po okregu. Z powyzszego rozumowania wynika, ze mozemy dowolnie ksztaltowac profil
zmian wektora p wzdtuz trajektorii wraz z odpowiednim profilem predkosci i
przyspieszenia. JesteSmy w ten sposéb niezalezni od geometrii krzywej w tym sensie, ze
wektory t, n oraz b mozna zawsze okreslic.

6.3. Planowanie trajektorii w kontekscie planowania zadan

Pokazemy teraz, jak powyzsze wzory moga by¢ zastosowane do planowania trajektorii

w konteks$cie planowania zadan robota. Zadanie wyrazimy przez odpowiednia sekwencje
macierzy przeksztalcenia jednorodnego. W tym celu w przestrzeni kartezjariskiej, w ktorej
dziata robot, wyznaczamy pewne punkty charakteryzujace wykonywane zadanie, przy czym
manipulator ma sie porusza¢ wzdluz linii prostej pomiedzy punktami w powiazaniu z
dwoma rotacjami, tak aby byl mozliwy ruch pomiedzy tymi punktami z zadana orientacja.
Sekwencja obrotéw jest nastepujaca. Pierwszy jest obrotem wokoét wektora jednostkowego o
taki kat, by spowodowa¢é obrét koricowki manipulatora lub narzedzia zgodnie z zadanym
katem zblizenia. Drugi obroét jest obrotem wokot osi narzedzia w celu uzyskania jego
wlasciwej orientacji.

Przejdziemy teraz do szczegétowej analizy tak postawionego zadania. W tym celu zapiszemy
nastepujace rOwnanie wyrazone za pomoca macierzy przeksztalcenia jednorodnego,
zwiazanej z wykonywanym zadaniem. Podstawowe réwnanie ma nastepujaca postac:

TITS =% (t)PP™ (240)

narz pod przed -
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W powyzszym wzorze wystepuja cztery macierze przeksztalcenia jednorodnego. Pierwsza
z nich to macierz T§, ktéra okresla potozenie oraz orientacje koricowki manipulatora
wzgledem podstawowego ukltadu wspétrzednych. Oczywiscie zaréwno ta macierz, jak i
pozostate ma wymiar 4 x 4. Jak wiadomo, do koricéwki manipulatora jest przylaczone

narzedzie. Polozenie narzedzia wzgledem koricéwki manipulatora okresla macierz T¢, ,. Jest
0

to macierz najczesciej zwiazana ze Srodkiem narzedzia. Z kolei macierz C,4

(t) jest funkcja
czasu opisujaca potozenie i orientacje uktadu, w ktérym jest wykonywany fragment zadania
(tzw. aktualny uklad pracujacy), wzgledem podstawowego ukladu wspétrzednych.
Zwr6émy uwage, ze w rozwazanym ogolnym przypadku ukltad zwiazany z podstawa
manipulatora nie jest identyczny z podstawowym uktadem odniesienia. Wreszcie macierz
P}ljfjed przedstawia polozenie i orientacje, w jakich przedmiot ma by¢ uchwycony wzgledem
poprzednio zdefiniowanego uktadu wspétrzednych. Macierze przeksztalcenia jednorodnego

nazywa sie tez czesto ramkami, o czym bedzie mowa w nastepnym rozdziale.

Aby lepiej zaobserwowa¢ sytuacje opisana za pomoca réwnania (240), rozpatrzymy zadanie
polegajace na umiejscowieniu Srub w pojemniku. Przedstawiono to rys. 49, przy czym uklad
podstawy manipulatora nie jest zgodny z podstawowym uktadem wspétrzednych, w ktérym
jest zdefiniowane konkretne zadanie. Na rysunku tym zaznaczono ramke T, ktéra wynika z

zadania prostego kinematyki. Wielkoé¢ E jest ramka zwiazana z narzedziem, a doktadniej z

6

jego Srodkiem. Czesto wystepuje sytuacja, w ktérej macierz T,

jest czeSciqa macierzy
przeksztalcenia jednorodnego Ty. Wtedy macierz T¢,, jest po prostu macierza jednostkowa.
Macierz Cgod(t) okresla zalezno$¢ pomiedzy dwoma uktadami — podstawowym ukladem
odniesienia oraz ukladem pracujacym. Gdy oba te uklady sie pokrywaja, macierz Cgod jest
macierza jednostkowa. Pozostale oznaczenia z rys. 49 beda objasnione w dalszej czesci

podrozdziatu przy analizie samego przyktadu.

Rys. 49 Proste zadanie paletyzacji

Przejdziemy teraz do interpretacji réwnania (240). Lewa strona tego réwnania przedstawia
polozenie i orientacje $rodka uchwytu narzedzia manipulatora, a prawa polozenie i orientacje

/
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detalu (obiektu), ktéry ma by¢é uchwycony przez manipulator. Lewa strona réwnania (240)
moze by¢ interpretowana jako cze$¢ zwigzana z manipulatorem, a prawa jako cze$¢ zwiazana
z detalem. W momencie wykonywania zadania obie czeéci powinny sie nalozy¢, tj. powinna
by¢ réwnos¢. Jest to podstawowe réwnanie macierzowe opisujace sytuacje uchwycenia
przedmiotu przez manipulator. Dlatego z tego réwnania obliczymy macierz Ty, ktéra opisuje
polozenie i orientacje manipulatora wymagane dla uchwycenia detalu przez manipulator we
wlasciwy spos6b. Z zapisu macierzy Ty wynika jednoczesnie, ze rozpatrywany manipulator
ma szeS$¢ stopni swobody, co nie jest jakimkolwiek ograniczeniem w rozpatrywanym
przypadku. OczywiScie manipulator moze mie¢ wiecej niz sze$¢ stopni swobody, ale pociaga
to za soba wystepowanie redundancji. Wiekszos¢ robotéw przemystowych ma szes¢ stopni
swobody i to wystarcza do wykonania zadania planowania trajektorii w przestrzeni
kartezjaniskiej w obszarze roboczym robota. Rozwiazanie réwnania (240) ze wzgledu na T§
pozwala nam zapisaé nastepujaca zaleznosc¢:

T = Cog (PR (Ther,) - (241)
Aby wykona¢ okre§lone zadanie, trzeba zatem wyznaczy¢ macierz Tg z odpowiednio duza
czestoscia, a nastepnie korzystajac z algorytmu kinematyki odwrotnej, obliczy¢ wspoétrzedne
uogolnione, ktére pozwola na odtworzenie zadanej trajektorii.

Postapimy teraz w nastepujacy sposéb. Zatozymy, ze wykonywane zadanie jest opisane za
pomoca K charakterystycznych punktéw (patrz: rys. 49) w przestrzeni kartezjaniskiej, w
ktérych powinien sie znalez¢é manipulator. Wtedy korzystajac z réwnania (240), mozemy
zapisac nastepujace zaleznosci:

T (Thw), = (Choa®) (Phia) o)
T (o), = (Choa®), (Phina) 1)
T (Th) e = (Chaa®)) (PR) - |

Powyzsze rownania mozemy zapisac tez w prostszej postaci:

)

T6narZT1 = Cl(t)Pl ,
T6narZT2 CQ(t)PQ ’

(243)

TﬁnarZTK = CK(t)PK <)
Dla przykladu z rys. 49 punkty charakterystyczne zostaly oznaczone jako P, P, Ps, Pyi Ps.
Manipulator powinien sie w nich znalez¢ celem umieszczenia §ruby w czesci o nazwie PR,
majacej ksztatt prostopadtodcianu. Liniami przerywanymi oznaczono przejécie pomiedzy
poszczegdlnymi charakterystycznymi punktami. Dla przykladu z rys. 49 réwnania te

\

N
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przyjma postac:
w punkcie F;: POD - T6-E = POCZ - Py, (244)
w punkcie P,: POD-T6-E =PO - Py, (245)
w punkcie P»: POD -T6-E = PO - P,, (246)
w punkcie P;: POD - T6-E =PO - P;3, (247)
w punkcie P;: POD - T6-E =PR - Py, (248)
w punkcie P;: POD - T6-E = PR - P;. (249)

W réwnaniach (244)—(249) wystepuja ramki Py, . . ., P5 opisujace polozenie i orientacje
chwytaka w punktach trajektorii /), ..., Ps. Ponadto POD oznacza ramke zwigzana

z podstawa manipulatora wzgledem podstawowego ukladu wspétrzednych. Ramki: POCZ
(poczatkowa), PR (zwiazana z prostopadio$cianem) oraz PO (zwiazana z pudetkiem ze
$rubami) sa wyrazone w podstawowym ukladzie wspéirzednych. Ramka T jest wyrazona
podobnie. Ramka POCZ jest pewna ramka poczatkowa umozliwiajaca zdefiniowanie
zadania umiejscowienia Srub w prostopadloscianie. W zaleznosciach (244)—(249) uzyto
duzych liter na oznaczenie ramek. Jest to zgodne z zapisem przyjetym w literaturze
robotycznej. Réwnania powyzsze mozemy traktowaé jako wybrane relacje pomiedzy
ramkami w pewnych charakterystycznych punktach sceny, w ktérych jest okreslone zadanie.

Przejdziemy teraz do dalszej analizy wzoréw (243). Po pierwsze, zauwazmy, Ze z polozen i
orientacji wyznaczonych poprzez iloczyn C;(t)P; mozemy wyznaczy¢ odlegtosé pomiedzy
sasiednimi wybranymi punktami, za pomoca ktérych jest zdefiniowane zadanie. Jezeli
ponadto sa znane predkoéci liniowe i katowe wzdluz linii taczacych sasiednie punkty, to
mozemy wyznaczy¢ czasy przejscia t; od wybranego polaczenia i-tego do (i + 1)-szego.
Zauwazmy ponadto, ze samo narzedzie oraz ramka C sa zdefiniowane w punktach
zwiazanych z zadaniem, ktére z kolei sa wyrazone wzgledem podstawowego ukladu
wspotrzednych. Przejscie od jednego wybranego punktu do sasiedniego punktu lepiej opisa¢
w ten sposéb, ze zarOwno wybrane ramki potozer, jak i ramki narzedzia powinny by¢
wyrazone wzgledem potozenia docelowego (innymi stowy, narzedzie i ramka C moga by¢
dowolnie zdefiniowane pomiedzy wybranymi punktami). Zaleta takiej reprezentacji polega
na tym, Ze narzedzie pozostaje nieruchome wzgledem uktadu wspétrzednych zwiazanego z
ramka C. Dlatego mozemy teraz przedefiniowac¢ zadanie w ten sposéb, Ze ramke zwiazana z
aktualnym, wybranym punktem oraz ramke narzedzia przeliczymy wzgledem nastepnego
punktu. Aby tego dokona¢, bedziemy opisywaé ramke za pomoca dwéch wskaznikéw i oraz
J, mamy zatem P,;. Ostatni zapis przedstawia ramke P; wyznaczona wzgledem j-tego
uktadu wspétrzednych. Na przykiad, jezeli chcemy przesuna¢ manipulator z wybranego
potozenia 1 do potozenia 2, to w tym wybranym potozeniu wyrazonym w jego wiasnym
ukladzie wspétrzednych zachodzi nastepujaca relacja:

Tg"* Ty = Cy(t)Pq1. (250)

Natomiast jezeli potozenie 1 wyrazimy wzgledem ukladu wspéirzednych zwigzanego z
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punktem 2, to mamy:
TE"* Ty = Cy(t)P1a. (251)

Z dwoéch ostatnich réwnar obliczymy teraz Pi,. Otrzymamy wtedy réwnanie:
Py = C5 ' (1) Cy ()P (TF) 1 T5, (252)

ktoére pozwala nam wyrazi¢ P, przy zalozeniu, ze Py, jest znane. Dlatego ruch pomiedzy
dwoma kolejnymi punktami i oraz i + 1 jest wyrazony przez nastepujace rownanie:

Ts = Cisr(H)Psipr (THT) (253)
Te = Ci+1(t)Pi+1,i+1(T?flz)_l, (254)

przy czym P, ;. oraz P;.; ;11 sa transformatami przeksztalcenia jednorodnego
zdefiniowanymi wyzej. Ruch wyraza sie przez réwnania (253) oraz (254) w sensie macierzy
przeksztalcenia jednorodnego manipulatora T zwiazanego z przejéciem od punktu i do 7 + 1.

Zaprezentujemy teraz odpowiednie macierze P;;, ktore sa zwiazane z przykladem z rys. 49.
Aby dokona¢ przejscia od F, do P, skorzystamy z podwéjnego indeksu zwiazanego z ramka
P, tak by wyznaczy¢ rownanie (244) wzgledem ukladu wspoétrzednych P,. Na podstawie
réwnania (244) mozemy zapisac:

Ts = (POD)™' -POCZ - Py, - E™". (255)

Jezeli to samo réwnanie wyrazimy teraz wzgledem ukladu wspoéirzednych zwiazanego z P,
to mamy:
Ts = (POD)™-PO-Py -E™. (256)

Poréwnamy stronami réwnania (255) i (256) i obliczymy na ich podstawie macierz Py, ktéra
w rozwazanym przypadku ma postaé:

Py = (PO)™' - POCZ - Py. (257)

Przejscie od punktu I do P, wzdtuz linii prostej jest zwiazane z nastepujacymi zmianami
konfiguracji manipulatora:

Tg = (POD)™' - PO - Py, -E 1, (258)
T¢ = (POD)™'-PO-P,;-E™ . (259)

Sekwencja rownan (258) oraz (259) pokazuje, jak zmieni¢ macierz T w zwiazku z przejSciem
od punktu F, do punktu P,;. Sa to réwnania o postaci zgodnej z réwnaniami (253) oraz (254) i
angazuja one macierze Py, oraz P;; wyznaczone wcze$niej w procesie planowania zadania.
OczywiScie wynikowe réwnania okreslaja macierze T, ktére po zastosowaniu algorytmu
kinematyki odwrotnej pozwola na wyznaczenie odpowiednich wspétrzednych
uogolnionych. Przejscie pomiedzy punktami P; oraz P, dlai =1,...,5 mozemy
zrealizowaé w sposéb podobny do opisanego wyze;j.

N
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Teraz przedstawimy schemat obliczeniowy zaproponowany przez Paula. Polega on na
obliczeniach potozenia oraz rotacji wokot ustalonej osi w przestrzeni kartezjariskiej
uzupetnionych o obrét wzgledem osi narzedzia, tak aby uzyskac liniowe zmiany
przemieszczen oraz predkosci katowej koficowki manipulatora. Jak juz wspomniano,
pierwszy obrét jest zwiazany z naprowadzeniem robota na zadany kierunek zblizenia, a
drugi jest zwiazany z wektorem orientacji wokot osi narzedzia.

Ruch pomiedzy potozeniami i oraz i + 1 przedstawimy zgodnie ze wzorem (253), ktory
uzupelnimy o macierz D(\):

Te(A) = Cip1 (AP 1DV (T2) 7" (260)

przy czym A = t/t;, A € (0,1), gdzie ¢, jest czasem trwania ruchu pomiedzy punktami i oraz
i + 1. Koncepcja macierzy D()\) jest nastepujaca: w polozeniu i-tym, gdzie A = 0, D(0) jest
macierza jednostkowa o wymiarach 4 x 4. Ponadto mamy:

Pii141=PiiD(1), (261)

a stad wyznaczymy D(1):
D(1) = (Piis1) " Pijrisa- (262)

Wziawszy teraz pod uwage nastepujace oznaczenia:
B 3\

ny 04 as pPa
A
Pi,i+1 =A = ’

I (263)

np Op ap PB

[I>
oo
[

Piiiin

L Vs

macierz D(1) obliczymy zgodnie ze wzorem:

T T T T
nyng n,yop nyap ny(pp—pa)

olng olop olap o%(pp—pa)

D)= | " A . . (264)
T
A

T T T
aiyng aj,op ajzap ay(pp—pa)

0 0 0 1

Problem sprowadza sie teraz do efektywnego sposobu reprezentacji macierzy D(1) dla
odtworzenia ruchu liniowego pomiedzy punktami ¢ oraz i 4+ 1. Zgodnie z powyzszymi
zatozeniami chcemy, aby ruch byt wynikiem liniowego przemieszczenia oraz katowego
liniowego przemieszczenia dwdéch katow w ten sposéb, aby wszystkie trzy wielkosci byty
proporcjonalne do A. Jezeli teraz A zmienia sie liniowo z czasem, to D(\) bedzie odpowiadaé
liniowym zmianom predkosci oraz liniowej zmianie dwdéch predkosci katowych. Zatozymy,
ze pomiedzy punktem P, a P, jest liniowa zmiana przemieszczenia, z ktéra jest zwiazana

N
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macierz przeksztalcenia jednorodnego L(\). Pierwszy obrét jest zwiazany z natozeniem
wektora zblizenia a4 na wektor ap i z tym jest zwigzana macierz rotacji R 4(\). Drugi obrét
jest zwiazany z obrotem wektora orientacji 04 wokot osi narzedzia tak, aby otrzymac wektor
op. Z ta druga rotacja jest zwiazana macierz Rp(\). Mamy zatem nastepujaca reprezentacje
macierzy D(\):

D(A) = L(NRA(MR5(N), (265)
przy czym
(100 A, |
T T R (266)
00 1 X,
- O O -
[ sin? (1 — cos(A0)) + cos(AF)  —sintpcostp (1 — cos(N\))
—siny costh (1 —cos(N))  cos? ¢ (1 — cos(AF)) + cos(N0)
Ra(A) = , o
— cos 1 sin(\0) — sin ¢ sin(\0)
i 0 0
cossin(A0) 0 ]
sinsin(Ad) 0 | 267)
cos(A0) 0
0 1|
[ cos(Ap) —sin(A¢) 0 0O ]
Ryy()) = sin(Ag) cos(Ap) 0 0 ' (269)
0 0 10
0 0 0 1]

Wz6r (267) wynika ze wzoru na obrét uogdélniony, jezeli zalozymy, ze osia obrotu k jest
wektor y macierzy przeksztalcenia jednorodnego o kat 1) wokét osi z. W zwiazku z tym 0§
obrotu k ma wspoélrzedne [—sin, cos 1), 0]. Jezeli podstawimy wspéirzedne tego wektora do
wzoru na obrét uogoélniony, to otrzymamy wzoér (267). Wzoér (268) opisuje obrét o kat Ag
wokot wektora a ukladu P, ;. Jezeli teraz wykonamy mnozenie wystepujace we wzorze
(265), korzystajac z definicji (266)—(268), to otrzymamy nastepujacy wzor:

d, d, d, d,
D(}) = 00 o0 1l (269)

N
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—sin(Ag) [sin® ¢ (1 — cos(A)) + cos(AG)] +
+ cos(Ap) [—sintp cos ¥ (1 — cos(A0)]

d, = —sin(A@) [—siny cos ) (1 — cos(A\F))] + ;

+ cos(A) [cos? ¥ (1 — cos(A0)) + cos(A0)]

—sin(A¢@) [— cos ¢ sin(AF) + cos(AF) — sin 1) sin(AG)]

cos 1 sin(A0)
d, = | sinysin(\9) |, d, =
cos(A0)

> > >
g

oraz
d,=d, xd,.

Na podstawie réwnania (265) mozemy teraz znalez¢ wszystkie skladowe wektora potozenia
x,y, z oraz wszystkie katy v, 6, ¢. Aby znalez¢ elementy z, y, z, mnozymy réwnanie (265)
prawostronnie przez macierz R;'()) oraz R;'()\) i poréwnujemy odpowiednie elementy
wektora potozenia. W wyniku tego poréwnania otrzymujemy nastepujace wspotrzedne
wektora polozenia

nﬂ (PB - PA) ’

X

Yy = 05 (pB - PA) ’ (270)

z GZ; (PB —pA) .

Rozwiazanie ze wzgledu na zmienne v oraz 6 sprowadza sie do przemnozenia réwnania
(265) prawostronnie przez R' (\), a nastepnie przemnozenia lewostronnie przez L' (\)
i przyréwnania elementéw trzeciej kolumny otrzymanego wyniku. Otrzymamy wtedy:

T
) = arctg (OAGB) , —T <Y<, (271)

nlag

V/(nhap)* + (ohap)’
alap

0 = arctg , 0<O<m. (272)

Aby wyznaczy¢ ¢, mnozymy obie strony réwnania (265): lewostronnie przez L™ ()\), a
prawostronnie przez R ;' ()) i nastepnie poréwnujemy elementy o wspélrzednych (2, 1)1 (2,
2) tak otrzymanego réwnania. Mamy wtedy:

sin ¢

¢ = arctg <cos 5

)7 _7<¢<7T7 (273)

\
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przy czym
sing = — sin¢ cos ¢ [1 — cos(A0)] (nynp) + [cos® ¢ (1 — cos(AF)) +

+ cos(\)] (0}op) — sinsin(A) (nhyng),
cos¢ = —siny cos ¥ [1 — cos(M)] (nfop) + [cos® ¥ (1 — cos(AF)) +

+ cos(A)] (0}05) — sin cos(A) (a’yop) .

Z powyzszego rozumowania wynika, ze obliczenia zwiazane z pelna reprezentacja orientacji
w macierzy przeksztalcenia jednorodnego sa bardzo skomplikowane. Technika zwiazana ze
znajdowaniem nieznanych wspoétrzednych liniowych i katowych jest podobna do tej, ktéra
stosuje sie w zadaniu odwrotnym kinematyki. Przedstawione obliczenia stanowia
alternatywe do zaprezentowanych wczeéniej w tym podrozdziale obliczerr dla minimalnej
reprezentacji orientacji. Podsumowujac obliczenia oparte na pelnej reprezentacji, mozemy
stwierdzi¢, ze aby ich dokona¢ od punktu P; do P, wyznaczamy funkcje D()\) na podstawie
wzoru (265) oraz wszystkich wzoréw wynikajacych z tej reprezentacji, tj. wzoréw (266)—(273),
a nastepnie wyznaczamy macierz T na podstawie réwnania (260) i przez zastosowanie
algorytmu kinematyki odwrotnej obliczymy odpowiadajace macierzy Ts wspotrzedne
uogolnione.

6.4. Trajektoria liniowo-paraboliczna w przestrzeni zewnetrznej

Przedstawimy teraz kilka uwag o ksztattowaniu trajektorii, ktéra jest okreslona przez wektor
x, opisujacy polozenie i orientacje w przestrzeni kartezjariskiej, oraz jego dwie pochodne
wzgledem czasu. Wektory te maja postac:

0 0 0
¢ ¢ ¢
x(t)= |z|, z(t)= |z|, x(t)= |z (274)
Y Y Y
| 7] | 2] _y_

Dotychczas zakladaliSmy, ze wsp6trzedne wektora & zmieniaja sie w spos6b liniowy. Jak juz
wspomniano przy planowaniu trajektorii w przestrzeni ztaczy, w celu unikniecia nieciagtosci
predkosci w punktach posrednich pomiedzy poszczeg6lnymi segmentami trajektorii musimy
przy przejsciu z jednego segmentu do kolejnego przyspieszaé lub opézniac ruch tak, aby
uzyskaé odpowiednia zmiane predkosci. Pamietamy, ze tak jak na rys. 49 typowa trajektoria
zadana jest scharakteryzowana m.in. przez kilka punktéw posrednich, a w konsekwencji
sklada sie z kilku segmentow.
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Rys. 50 Trajektoria liniowo-paraboliczna w przestrzeni kartezjariskiej

Rozpatrzmy trajektorie ruchu z punktu A do C' z punktem posrednim B, okre$lona w
przestrzeni kartezjariskiej dla wektora x. Przedstawiono ja na rys. 50 dla wspéirzednej z; tego
wektora. Jak wida¢, w chwili czasu ¢ = 0 trajektoria nie osiaga dokladnie punktu posredniego
B, ale przechodzi w jego poblizu. W przedziale czasowym (—t;, ;) trajektoria ma ksztatt
paraboli, aby utrzymac state przyspieszenie lub op6znienie. Innymi stowy, predkos¢ zaczyna
sie zmienia¢ liniowo o czas ¢; przed osiagnieciem punktu B (tzn. dla t = —;) i osiaga wartos¢
stala dla ¢t = ¢;. Na rysunku 50 AC; oraz AB; oznaczaja zmiane i-tej wspotrzednej
kartezjanskiej (tzn. odlegtosci lub kata) pomiedzy punktami B i C oraz B i A. Wielkosci te
stanowia wspoélrzedne nastepujacych wektorow:

(AB | [054] N AR
AB, dBA AC, dBC
AB = |ABs| = |zga| AC = |ACs| = |zpc
AB, YBA ACy YBC
_AB5_ | B4 | _AC’5_ | ZBC |

Pamietamy, Ze zmienna 1) nie wystepuje w zaleznosciach (274), poniewaz ma ona jedynie
pomocniczy charakter i jest zwiazana z definicja osi obrotu k. Zatem zmiennymi w sensie
wspotrzednych uogélnionych sa katy 6 oraz ¢. Jak juz wspomniano, ruch w przedziale
czasowym (—t;,t;) odbywa sie ze stalym przyspieszeniem i aby je okresli¢, zbadamy predkos¢
w chwilach —t; oraz t;. Na podstawie rys. 50 mamy:

AB AC

x(—t) = 5 oraz z(t;) = T (275)

gdzie t. jest czasem trwania segmentu trajektorii pomiedzy punktami B oraz C. Powyzsze
zalezno$ci maja charakter wektorowy, gdyz sa stuszne dla wszystkich wspétrzednych
wektora x.

Biorac pod uwage predkosci, zapiszemy wzo6r na przyspieszenie w rozwazanym przedziale
1 (A AB
(1) ( ©_ —), (276)

T\ e 4

przy czym —t; < t < t;. Przyspieszenie jest stale w tym przedziale. Po scatkowaniu

Czasowym

str. 23

/

Wprowadzenie do robotyki, 2012 http:/iwww?2.ar-kari.put.poznan.pl/"pdut



Politechnika Poznariska, Katedra Sterowania i Inzynierii Systemoéw

str. 24

-

\

powyzszego wzoru otrzymamy nastepujaca zaleznos¢ opisujaca predkosé:

a(t) = (AC _ A—B) AE) + At—lB, 277)

przy czym \(t) = (t + t;)/(2t;). Do calkowania réwnania (276) i okreslenia statej catkowania
wykorzystano pierwszy z warunkéw opisanych wzorami (275). Dla sprawdzenia mozna
podstawi¢ w ostatnim wzorze t = —t; oraz t = ¢;. W rezultacie otrzymuje sie warunki
poczatkowe okreslone za pomoca wzoru (275).

Catkowanie wzoru (277) prowadzi do nastepujacej zaleznosci na wektor wspoétrzednych
uogolnionych:

te t

przy czym stala calkowania okres$lono z warunku x(—t;) = AB.

2(t) = [tl (AC _ A—B) AE) + 2AB] A(t) + AB. (278)

Wzory (277) i (278) okre$laja odpowiednio predko$¢ oraz zmiany wspéirzednych
uogolnionych zwiazanych z ruchem wzdtuz linii parabolicznej w przestrzeni kartezjaniskiej.
Dzieki temu przy przejSciu w poblizu punktu posredniego trajektorii nie ma skokowych
zmian predkosci. Uzyskano to przez odpowiednie uksztattowanie sygnatu przyspieszenia.

W przedziale czasu #; < t < ¢, rownanie ruchu jest okreSlone w nastepujacy sposéb:
x(t) = AC A(t), (279)

przy czym teraz \(t) = t/t. ijest czasem znormalizowanym, tj. A(t) € (0,1). Pragniemy w tym
miejscu zwrocié uwage, ze wspotczynniki normalizujace sa zazwyczaj rézne przy przejsSciu
pomiedzy kolejnymi segmentami trajektorii.

Na zakoriczenie podamy uwage dotyczaca ksztaltowania kata ¢. Otéz zatozymy, ze zmiany
kata w przedziale czasu —t; < t < t; sa okreSlone za pomoca nastepujacego wzoru:

U(t) = (VBo — Yap) A(t) +Yag, (280)

przy czym 1 4 oraz 1 pc dotycza przyrostu kata odpowiednio w segmentach AB i BC.
Zatem ostatecznie ) zmienia sie od wartosci ¥ 45 do ¥gc.

Podsumowujac mozemy stwierdzi¢, ze planowanie trajektorii w przestrzeni kartezjariskiej nie
jest prostym zadaniem, a naktady obliczeniowe zwiazane z ksztaltowaniem trajektorii s
znaczne. Niemniej jednak uzytkownik powinien umie¢ zaplanowac¢ trajektorie w przestrzeni
kartezjariskiej, poniewaz jest to najbardziej naturalny sposéb jej planowania.

7. Przyklady planowania trajektorii w przestrzeni
kartezjanskiej

Omoéwimy teraz pewne aspekty planowania trajektorii w przestrzeni kartezjaniskiej. Z
koncepcyjnego punktu widzenia kontynuujemy rozwazania prowadzone w poprzednim
podrozdziale, poniewaz dotycza planowania trajektorii w przestrzeni kartezjariskiej. Na
poczatku rozwazymy przej$cie pomiedzy dwoma punktami pojedynczego segmentu
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trajektorii w przestrzeni kartezjanskiej. W dalszej czeSci rozszerzymy te rozwazania na dwa
sasiednie segmenty.

Oznaczmy przez F, oraz P, punkty poczatkowy i koricowy pojedynczego segmentu. Wektory
polozenia wyznaczajace te punkty oznaczmy przez p,, p1, a macierze rotacji zwiazane

z orientacja Srodka narzedzia w tych punktach odpowiednio przez Ry oraz R,. Oczywiscie
macierze rotacji okreélaja orientacje narzedzia wzgledem podstawowego uktadu
wspolrzednych.

Zadanie planowania trajektorii przedstawimy w nieco odmienny spos6b niz w poprzednio.

Zatozymy, ze znormalizowany czas ruchu jest okre$lony za pomoca nastepujacego wzoru:

ty, —t
te

A(t) = (281)

gdzie jak poprzednio t;, jest catkowitym czasem przejécia z punktu 4 do P;. Wz6r ten
okreéla, ile pozostalo jeszcze znormalizowanego czasu, aby wykona¢ do korca trajektorie.
Jest to wygodny sposéb odmierzania czasu, jezeli zalozymy, ze polozenie i orientacja
koricowa nie zmienia sie. Tak jest w planowaniu trajektorii opisanym w poprzednim
podrozdziale. W rozpatrywanym przypadku wzory na polozenie i orientacje pojedynczego
segmentu przyjma nastepujaca postac:

p(t) = p1 — A(t) (P1 — Po) , (282)
R(#) = R, Rot (k, —0A(t)), (283)

przy czym Rot(k, 0) jest macierza rotacji wokét osi k o kat 6, ktéra nalezy wykonag¢, aby
ukltad wspétrzednych opisany przez R, stat sie zgodny z uktadem wspétrzednych opisanym
przez R,. Mamy zatem:

Rot(k,0) = Ry"' - R. (284)

Zwr6émy uwage, ze réznice p; — po wyznaczamy tylko raz — przed rozpoczeciem wilasciwych
obliczer. Wzory (282) oraz (283) okreslaja najprostszy przypadek planowania trajektorii w
przestrzeni kartezjanskie;.

Przejdziemy teraz do opisu trajektorii jednego segmentu miedzy punktami wyznaczonymi
przez wektory p i p; oraz macierze rotacji Ry i R; dla jednego z algorytméw opisanych

w poprzednim podrozdziale. Mianowicie, potozenie bedzie sie zmienia¢ w sposéb liniowy,
a orientacja ma bardziej ztozony charakter. Mamy wtedy:

n(t) = t/t,
p(t) po +n(t)Ap, (285)
R(t) = (RoRot(k,n(t)0)) Rot(z,n(t)o),

przy czym Ap = p; — po. Sekwengja rotacji sktada sie z liniowego przyrostu kata ¢ oraz
obrotu wokét osi k o kat 0. W prosty sposéb mozna wyciagna¢ wniosek, ze naklady
obliczeniowe zwiazane z wykonaniem sekwencji wzoréw (285) sa w przyblizeniu dwukrotnie
wyzsze niz zwiazane ze wzorami (282) i (283).

N
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Przejdziemy teraz do analizy sytuacji, kiedy nastepuje przejScie pomiedzy dwoma

segmentami, okre§lonymi przez punkty Fy, P, P,. Odpowiednie wektory potozenia
oznaczymy przez po, pi, P2, a orientacje narzedzia w tych punktach za pomoca macierzy
rotacji Ry, R, Rs2. Rozpatrzymy przypadek gladkiej zmiany predkosci w otoczeniu punktu
posredniego P;. Czas pokonywania segmentéw oznaczymy odpowiednio przez tyj, oraz toy.
Czas przyspieszania lub op6Zniania w otoczeniu punktu P, oznaczamy jako 2¢;. Oznacza to,
Ze przyspieszanie rozpoczyna sie w czasie ¢; przed osiagnieciem punktu P;, a koficzy w czasie
t; po minieciu tego punktu. Warunki graniczne dotyczace potozenia w otoczeniu punktu P,

sa nastepujace:
tt A
P —t) =p1 — =00, (286)
L1
t A
p (bt 1) =po+ (287)
2%k

przy czym Ap; = p; — po oraz Ap, = p; — p;. Warunki graniczne dotyczace predkosci sa

nastepujace:
dp(t) _ Ap, (288)
dt bty iy tik
dp(t) _ Ap, _ (289)
dt t=t1+t tak

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale zalozymy, ze przyspieszenie (lub opdZnienie) jest
stale w przedziale czasowym ¢y, — t; < t <ty + ¢ 1 wOwcezas

d*p(t 1 (dp(t A A
dt 2t bttty 2titor 26t

dt

t=t1+t

tzn. jest to przyspieszenie Srednie wynikajace z warunkéw granicznych predkoéci (288) i (289)
oraz czasu przyspieszania 2t; w otoczeniu punktu P,. Catkowanie wzoru (290) z
uwzglednieniem warunku poczatkowego (288) prowadzi do nastepujacego wzoru
okreslajacego predkos¢:

dp(7) _ Ap,

Ap,
dr 2t (T+t)— (T —1t), (291)

przy czym 7 =t — t1;. Latwo mozna sprawdzié, ze w chwilach t = t1;, —t; it = t1;, + ¢; stuszne
sa wzory (288) i (289). Z kolei calkowanie wzoru (291) prowadzi do zaleznosci opisujacej
polozenie z uwzglednieniem warunku (286):

Ap1 2 A172 2
=p1— ——(7—¢)" + +t)°. 292
p(T) = Aty (T 1) A ytor (7 ) (292)
Latwo réwniez sprawdzi¢, ze w chwilach 7 = —t; oraz 7 = t; sa spelnione warunki graniczne

(286) i (287).
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W podobny sposéb przedstawimy zalezno$¢ opisujaca orientacje narzedzia:

(1 —t)? (T +t;)?
R(7)=R;Rot ( k;, ———%60; | Rot | ky, —— 0
(7') 11O < 1, Ayt 1 O 25 At 2,

przy czym podobnie jak dla jednego segmentu przyjmujemy, ze:

Rot(k;,0,) = R;'R;  oraz  Rot(ky,6;) = R{'Ry.

Zaleznos¢ (293) opisuje gladka zmiane orientacji miedzy dwoma segmentami trajektorii.
Zwréémy uwage, Ze przyspieszenie katowe nie jest tutaj stale, z wyjatkiem dwéch
przypadkéw: kiedy osie k; oraz k, sa rownolegte lub jedna z predkosci ¢, = 60, /t1%,

(293)

¢9 = 05 /t9, jest rOwna zeru. Rozwazanie powyzsze mozna uog6lni¢ na planowanie trajektorii

w przestrzeni zlaczy.
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