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3. Kinematyki r6zniczkowa i statyka

3.1. Jakobian geometryczny

Pozycja i orientacja  manipulatora o n stopniach swobody
zalezy od wspétrzednych uogélnionych g = [g¢;...¢,]" . Predkos¢
katowa i liniowa manipulatora w zewnetrznej przestrzeni
tréjwymiarowej okres$la zaleznos¢:

w=Jo(q)q

Co mozna zapisa¢ w zwiezlej postaci (rOwnanie kinematyki
rézniczkowej manipulatora):

p

Gdzie macierz J o wymiarach (6 x n) jest tzw. jakobianem
geometrycznym manipulatora:

\

p=Jp(q)q (124)

w .
V = | = Ja)q (125)

J= (126)

J
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3.1.1. Pochodna macierzy rotacji

Macierz sko$niesymetryczna

S"+S=0

[0 —a, ay |
S(a)=| a. 0 —a

| —ay Az 0

Wiasciwosci
S(aa + #b) = aS(a) + 5S(b)

S(a)b=a xb
R(a x b) = Ra x Rb
RS(a)R’ = S(Ra)

Pochodna macierzy rotacji R

R =S(w)R
R, = S(w?)R!

\

(127)

(128)

(129)

J
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3.1.2. Predkos¢ ogniwa

Roézniczkowanie wektora polozenia

p’ = of + Rip! (130)
p’ =wxr+v+Rip (131)
PP=wxr+wx (wxr)+2wxRip' +Rp' + v (132)

Dodawanie predkosci katowych

: d
R, = - (RIR;- - RIIR; )

-0 - 0 N2 T n—2xyn—1
S(WHR? = S(WRR; ---R" 4. +RIR; - - -R"?S(w"~ YR

n n—1,n

S(wp)Ry, = S(w))Ry, + -+ + Ry, S(wy 01, (R, ) Ry Ry

n—1,n

S(wh)R,) = SR, + -+ SR, _,w! "R

R, = S(w!)R gdzie wl = w) + Riwl, + -+ R)_wi~}  (133)
czyli

0_ .0 0 0
W, =W] T Wiyt t+w, g,

\ _/
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Notacja DH

Predkos¢ liniowa i-tego ogniwa

_ 0 i1
pi=pi1+ R 71,
- RO pi-L RO i—1
Di=pPi-r R 7 g, R

- 0 i—1 50 i1
pi=pi1 +R_y7 1, + R

Di=DPi1TVi_1; +wi—1 X T (134)
Predkos¢ katowa i-tego ogniwa
R, =R, R/’
R, =R, R +R, R,
S(w;)R; = S(wi—1)Ri-1 R + Ry S(wjT; ;)R
S(w;)R; = S(w;_1)R; + S(Ri_lwfj,i)Ri
S(wi) = S(wi-1 + RimwiTy)

W = W1 +Wi—1, (135)
Zlacze przesuwne P:
wi—1; =10 Vi_1; = dizi_y
Ww; = W;_1
Di = Pi—1+ dizz’—l +w; X T, (136)
ZYacze obrotowe R:
Wi—1, = éizz’—l Vi—1, = Wi—14 X Ti—1,

w;, =w;_1+0;z;_1

Pi = Pi—1 +w; X Ti_1; (137)J

\
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Notacja ZDH \

Predkos¢ liniowa i-tego ogniwa
Pit1 = D; + Rgrf,iﬂ
Dit1 = Di + Vi1 + Wi X 7441 (138)
Predkos¢ katowa i-tego ogniwa
R.y1 = RiR},
Rz‘+1 - RiREH + RiR’i—i—l

S(wis1) = S(w; + Riw! ;1)

Wil = Wi + Wi it1 (139)
Zlacze przesuwne P:
Wi i+1 = 0 V;i+1 = di+12¢+1
Wit1 — Wi
Pit1 = D;i + CZ@+1Z¢+1 + w; X P (140)
ZYacze obrotowe R:
Wiit1 = Oip12i41 Viiv1 =0

Wit1 = w; + 011254

Pit1 = Pi +w;i X i1 (141)

\ _/
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3.1.3. Przyspieszenie ogniwa

Notacja DH

Przyspieszenie liniowe i-tego ogniwa

0 -1 0 i1
Vi = Vi1t Ri—lvi—l,i T wi—1 X Ri—lri—l,i

: : 0 -i-1 500 i1 - 0
UV, — U, + Ri—lvi—l,i —I_ Ri—lvi—l,i + Wi—1 X Ri_lri—l,i+

i—1
i—1,i

0 -1l o

Vi = Vim1+ 01+ Wi X1+ wim1 X (Wim1 XPi_1,) +2w-1 X Vi1

(142)
Przyspieszenie katowe i-tego ogniwa
w; = w;_1 + Ri_lwf:ii
w; = w;—1 + Ri—lwfj,i + Ri—lwf:ii
W; = Wi + Wi, T Wi X Wi (143)

W obu wyrazeniach nalezy uwzgledni¢ predkosci wzgledne:

Zlacze przesuwne P:
wi—1; =10 Vi—1,i = dizi_
Ww; = W;_1
Ztacze obrotowe R:

Wi—1,4 = 0izi—1 Vi1, = Wi—1; X Ti—1,4

w; =w; 1+ 0;z,4

\ /
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Notacja ZDH \

Zmieniajac odpowiednie indeksy we wzorach (142,143)
otrzymamy zalezno$ci na przyspieszenie i-tego ogniwa w tej
notacji. Dodatkowo nalezy podstawi¢ odpowiednie predkosci
wzgledne:

Zlacze przesuwne P:

Wii+1 = 0 Vii+1 = di—l—lzi—i—l
Wit1 = W
Ztacze obrotowe R:
Wi+l = Ois12i41 Vi1 =0

Wit1 = w; + 011254

\ /
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Propagacja predkosci i przyspieszen w taricuchu kinematycznym

Notacja ZDH
witl = Rit'w! 4+ 0,127 obrotowe (144)
witl = R 'w! przesuwne (145)
vifl = R{" (v] + w! x I}, ) obrotowe (146)
vt =RiM (vl + wi x U, ) + dis12]] przesuwne (147)

wi =RiMw! + R w! x ©,1121] + 0,412/ obrotowe (148)

+1
wil = R w! przesuwne (149)
vif = R0 + Wl x I, + wi x (w! X I},;,,)] obrotowe (150)
zz——:j RH_l[ _|_ w X lz ,i+1 _|_ w X (w X lz 1—1—1)]_'_
2wt X diy 2 + diy 25T przesuwne (151)

\ /
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zapisac:

Uwaga!

\

Joi

JIpi

p

\

3.1.4. Wyznaczanie jakobianu

Joi Jon

Jpi

Jo1

Jpri JpPn

Analizujac predkosci wzgledne ogniw dla notacj DH mozna

Zi—1

obrotowe
Zi—1 X (p - pi—l)
0
przesuwne
Zi—1

Podobnie mozna to zrobi¢ dla notcji ZDH pamietajac o
odpowiednim zdefiniowaniu ukfadu (n + 1).

Wszystkie wektory musza by¢ wyrazone w ukfadzie 0

A

(152)

(153)

J
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DH

|
-

Do

\

J(q) =

3.2.1. Planarny 3DOF

)

21

3.2. Jakobian typowych manipulatorow - notacja

Z9

Zo X (Pp—pPo) z1 X (P—pP1) 22X (p—p2)

a1 sin gy + agsin(qr + g2) + azsin(qr + ¢2 + gq3)

D1 =

a1 COS g1

a1 sin qq

0

D2 =

aj cos q; + as cos(qr + q2) + as cos(q1 + g2 + ¢3)

a1 cos q1 + as cos(q1 + g2)
a1 sin q; + ag sin(q; + ¢2)

0

\

(154)

J
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gdzie

Ju = —aysing; — assin(qp + ¢2) — azsin(qr + g2 + q3),
Ji2 = —azsin(q1 + q2) — azsin(q1 + g2 + g3),

Juz = —azsin(qr + q2 + g3),

Js1 = ay cos q1 + az cos(q1 + q2) + az cos(q1 + g2 + g3),
Js2 = ag cos(q1 + qa) + az cos(q1 + g2 + g3),

Js3 = az cos(q1 + ¢2 + q3).

3.2.2. Antropomorficzny

20 <1 )
J(q) =
zo X (p—po) z1 X (P—pP1) 22 %X (p—Dp2)
cos ¢1(ag cos g2 + ag cos(q2 + q3))
p = | sing (azcosqs + azcos(gs + g3))
| ag sin g + az sin(qa + ¢3)
_O_ _CLQCOSQ1COSQQ-
Po=pP1= |0 P2 = | agsin g cos go
| 0] i a9 SN @9
(0 [ sin Q1 |
Zo= 10 21 =22= | —cosq
- 1 — - 0 —

\

J
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3.2.3.

\

0 sin qq sin ¢4
0 —cosqg —cosq
Jo 1 0 0
J(q) = = (155)
Jp Ja1 J12 J43
J51 J52 J53
0 Je2 Jos |
Jy1 = —sin ql(ag COS Qo + a3 COS(QQ + q3)),
Jyo = —cos q1(az sin gz + agsin(qz + g3)),
Ju3 = —az cos g1 sin(qz2 + ¢3)),
Js1 = cos qi(ag cos g + az cos(qa + q3)),
Jso = —sinqi(ag sin g2 + as sin(gz + g3)),
Js3 = —azsinq; sin(g + q3)),
Jo2 = az cos ga + az cos(qz + gs3),
Jo3 = ag cos(q2 + ¢3)
Stanford
JO 20 z1 0
Jp Zo X (P—po) z X (P—pP1) 2
z3 Z4 Z5

(156)

J

23X (p—p3) za X (P—pP1) 25X (P—ps)
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0182d3 — 81d2 + (61(620485 -+ 8285) — 818485)d6

P = | $152ds + c1da + (S1(Cacyss + S255) + ¢15455)dg

ngg + (-SQC4S5 + CQC5)d6

0 6182d3 — Sldg

Po=D1 | 0 P3 = P4 =DP5 | S189d3 + c1ds

0 ngg
0 —S1 C152
Zo=1 0 z21 = C1 Z9 = 23 = | 85189
1 0 Co
—C1C284 — S1C4 01(020485 + 8205) — 515455
Z4 = —81C984 + C1Cy zZ5 = 81(026485 + SQC5> -+ C18485
i 5254 | i —852C455 + C2Cs |

/
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Sa to polozenia, w ktérych jakobian manipulatora traci rzad.

Przykiad: manipulator planarny 2R. Wezmy jakobian polozenia
dla wspétrzednych w plaszczyznie roboczej manipulatora:

Wyznacznik tego jakobianu:

Dla a;, as # 0 punkty osobliwe pojawiaja sie w konfiguracjach
192 =01 192 =T

3.3.1. Dekompozycja osobliwosci

W ogolnosci, dla zlozonych struktur kinematycznych jest to
bardzo trudne. Dla manipulatoréw z nadgarstkiem sferycznym
tatwo daje sie rozdzieli¢ obliczanie osobliwo$ci na dwa etapy:

\

3. Osobliwosci kinematyczne

—a1S51 — QS —Aass
J — 191 2912 2912 (157)

aicy + asCi2 a2C12

det(J) = 10952

(158)

e obliczanie osobliow$ci ramienia (ruch trzech pierwszych
stopni swobody),

e obliczanie osobliwos$ci nadgarstka sferycznego.

J
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Dokonajmy analizy jakobianu manipulatora z nadgarstkiem

sferycznym:
Ju J
J_ 11 J12 (159)
Jor Jo
J12 — zZ3 Z4 Z5 ]

J22: Z3><(p—p3) Z4><(p_p4) Z5X(p_p5)]

J22=[O 0 O}

Zatem
det(J) = —det(J21>det(J12) (160)

Osobliwo$ci ramienia:
det(Jo1) =0 (161)
Osobliwosci nadgarstka:

\ /

Wprowadzenie do robotyki, 2015 http://etacar. put. poznan. pl/piotr.dutkiew cz




Politechnika Poznariska, Katedra Sterowania i InZzynierii Systemoéw str. 16

", N

3.2. Osobliwosci nadgarstka

Wystepuja gdy wektory jednostkowe z3, 24, 25 sa liniowo zalezne
np. w konfiguracji, gdy zs, 25 sa rOwnolegte tj. dla J5 = 0 lub
195 =T

3.3.3. Osobliwosci ramienia

Rozpatrzmy je na przykladzie manipulatora
antropomorficznego. Wyznacznik jakobianu polozenie dla tej
struktury wynosi det(Jp) = —asagss(azca + ascas). Dla
niezerowych dlugosci ramion jest to spetnione, gdy s; = 0 (gdy
V5 = 0 lub Y5 = 7) lub (ascs + asca3) = 0 (konfiguracje, gdy rzut
pw na plaszczyzne zy jest zerowy).

\ /
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3.4. Analiza redundancji

Jakobian manipulatora przedstawia odwzorowanie liniowe z
przestrzeni predkosci uogélnionych zlaczy w przestrzen
predkosci konicéwki manipulatora.

Rys. 37

Przestrzen przeciwdziedziny oraz przestrzen zerowa
dimR(J) +dimN(J) =n

Oznaczmy przez q rozwiazanie uktadu v = J(q)¢, a przez P
macierz o wymiarach (n x n) taka, ze

Wtedy wektor okreslony réwnaniem:
q = q+Pda (163)
dla dowolnego wektora g, jest tez rozwiazaniem tego ukfadu.

Jg=Jqg+IPq,=Jq=n,

poniewaz JPqg, = 0 dla dowolnego wektora q,.

J
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3.5. Odwrotne zadanie kinematyki r6zniczkowej

Gdy liczba stopni swobody jest réwna wymiarowi przestrzeni
zewnetrznejn = r

g=I"(qw. (164)
qw—Aq@%+ww
q(tr+1) = q(tx) + q(ty)At, (165)

3.5.1. Manipulatory redundantne

Gdyn >r
N
9(d) = 54" Cq,
Postuzymy sie metoda mnoznikéw Lagrange’a:
: L or . .
9(d:A) = 54" Cq+ X' (v - Jg),

Poszukiwane rozwigzanie powinno spelni¢ nastepujace warunki:

dg T_ dg T_
(8_q) =0 oraz (8_)\) = 0.

Na podstawie pierwszego z nich: Cq — J X =0, skad wynika, ze
g=C1'J'\ (166)
v=JC'J'A
A=JC I,

Daje ostatecznie rozwigzanie:

g=C ' J'Ic 1yt (167)

\ /
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Pomno6zmy lewostronnie przez J i gdy C = U:
g=Jv, (168)
gdzie J F=J7JJ37)1 i jest macierza pseudoinwers;ji
prawostronne;j.
Wr6¢my do réwnania (163):
. L. ... .
9(4) = (4 — da)" (4 — du)

bedziemy minimalizowaé norme wektora q — q,.

o(d.2) = 5(d— )7 (d — o) + AT (v ~ Id).

ktérej minimalizacja prowadzi do rozwiazania:

g=J"v+ (U-JJ)q,, (169)

Spos6b wyboru wektora g, dla wykorzystania redundantnych
stopni swobody manipulatora:

. (Ow(g)\"
qaka( o ) | (170)

gdzie k, > 0, w(q) jest dodatkowa funkcjq celu wspoéirzednych
uogOllnionych (np. manipulatywnos¢).

\ _/
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3.5.2. Osobliwosci kinematyczne

Zwr6¢my uwage, ze rozwiazania (164) i (168) wymagaja petnego
rzedu jakobianu. Gdy jakobian traci rzad:

1. zastosowac technike SVD (rozkladu wedlug wartosci
szczegOlnych macierzy J)

2. odwrotno$¢ jakobianu przy ttumionych najmniejszych
kwadratach DLS (ang. damped least-squares inverse) w postaci:

J*=J'J3J" + F*U) (171)

gdzie k jest wspolczynnikiem tlumienia, ktéry warunkuje lepsze
rozwiazanie problemu (minimalizacja funkcji kosztow)

o) = 50— 30) (0~ JQ) + S KdTq (72)

\ /
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3.6. Jakobian analityczny

Q
m — Y
b
x = k(q), (173)
p= g_zq — Jp(‘])‘]a
e (174)
R PE ar (175)
D Jp(‘])
Iaa) - 254 (176)

J

Wprowadzenie do robotyki, 2015

http://etacar. put. poznan. pl/piotr. dutkiew cz



Politechnika Poznariska, Katedra Sterowania i InZzynierii Systemoéw

str. 22

~

\

Dz

Dy |

Xy
y A
Dy
y4 x3
@SQ3
V3
y4
by DA%
V1 2
A yO Q2
a
xl QI
x0= px §
Rys. 39

cos(qr +q2 +q3) —sin(qg1 +q2+¢3) 0
sin(g1 +¢2+¢q3) cos(g1+q+qs) 0O |-
1

0 0

a1 cos q1 + as cos(qr + q2) + azcos(qr + q2 + q3)
ap sinq; + as sin(qp + q2) + as SiH(Q1 + Qg2+ C]3)
0

q1 + g2+ g3

= | ajcosq + ascos(qr + q2) + azcos(qr + g2 + q3)

| sinq; + ag sin(q1 + q2) + as SiH(Q1 +q2 + C]3) |

_/
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J51 =
Js2 =

Jakobian geometryczny

a1 cos q1 + as cos(qr + qo2) + as cos(qr + q2 + q3),
as cos(q + q2) + ascos(qr + g2 + q3),

Ju1
J51
0

= —agsin(q1 + ¢ + ¢3),

Js3 = ascos(qi + g2 + q3).

Jakobian analityczny

Ja(q)

1
Ja
J51

0
0
1
J42
J52
0

1
Jaa
J52

0
0
1
Jus
J53
0

= —aysing; — azsin(q1 + q2) — assin(qr + ¢2 + g3),
= —agsin(qy + q2) — agsin(q1 + g2 + g3),

1
Ja3
J53

/
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Pochodne katow Eulera \

y

Yo

. T
Wy Wy, W, :19[ —siny cosy O} :

) :T . T
Wy wy w, | =Y [ cossintd sinpsinty cosv } :

0 —sing cospsin

w=|0 cosp singsing | 2 =T(Q)Q,

|1 0 cos |
w T(€2) O
= ( ) r = TA(Q) €I,
v 0 U
J=TA(Q)J4. (177)

\ /
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3.7. Algorytmy rozwiazujace zadanie odwrotne

kinematyki
q(tre1) = q(tr) + I (q(te))v(te) AL, (178)

gdzie At jest odpowiednio dobranym przedzialem czasu.
e=x,;— . (179)

€=2x4— T, e=x4—Ja(q)q (180)

3.7.1. Odwrotnos$é/pseudoinwersja jakobianu

'x-:d
+ h — q : q
xd_> K —:@—» JA l(q) ] —O—
X
k(-)
Rys. 41

Wspolrzedne uogodlnione g, ktére maja odpowiadaé¢ zadanemu
wektorowi x, sa przyjmowane za poprawne wtedy i tylko wtedy,
gdy norma btedu x; — k(q) jest mniejsza od pewnej zadane;
wartosci - wielko$¢ wejsciowa algorytmu obliczeniowego. Gdy

J 4(q) jest macierza kwadratowa i nieosobliwa.

q=J5"(q)(xs+ Ke), (181)
é+Ke=0. (182)

Dla manipulatoréw redundantnych rownanie (181) przyjmuje
postac (odpowiada rownaniu (169)):

_ g =J(q) (@, +Ke) + (U -3 1)qu. (183)j
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3.7.2. Jakobian transponowany

Y

x; + q q
- K -4 @ S
X
()
Rys. 42

Alternatywne rozwiazanie polega na zdefiniowaniu funkgji

Lapunowa:

1
Ve) = 5eTKe, (184)

Funkcja ta spelnia nastepujace warunki definicyjne funkgcji
Lapunowa:

V(ie)>0 Ve#0 oraz V(0) = 0.
Po zr6zniczkowaniu V (e) otrzymamy:
Vie) =e'Keé =e'Kiy, — e'K &,
V(ie) = eTKiy, — eTKJI4(q)q. (185)

Dokonamy teraz wyboru predkosci uogélnionych w nastepujacy
sposOb:
q = Ji(a)Ke, (186)

co w konsekwencji prowadzi do rdwnania:

Vie) = e'Kiy,— e"KJIi(q)T% (g Ke. (187)

\ _/
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/3.7.3. Blad orientacji \

Obliczenie btedu (a) potozenia i (b) orientacji

A & B
P ZO A
20 4
Dy D
X, 0, =J’o X0 Yo
(a) (b)
Rys. 43
€, =Pi— P (188)
ép - pd - p (189)

Orientacje zadana oznaczymy przez R, = [n; o4 a4), a aktualna
przez R = [n o a]. Btad orientacji obliczamy na podstawie
WZOru:

e, = rsinf. (190)

Rot(r,0) = R;R". (191)

Wzoér powyzszy opisuje, jakiego przeksztalcenia rotacji nalezy
dokonag¢, aby uzyska¢ pokrywanie sie ukladow R i R,.

. _/
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Obliczymy najpierw prawa strone wzoru (191):

R,R! =

NdzNg + 0dzOgp + Qg Qy TV Ty + Odz Oy + AdxQy Nzl + 0440, + Qg0

NdyNg + OdyOz + QgyQz  NdyTly + 0gyOy + AayQy  NayN, + 0gy0, + Adyay

| NgzNg + 04205 + Aq, 0y NdzTly + OdzO0y + AdzQy Mgz + 04,0, + 04,0,
(192)

Gdy odejmiemy element (1,2) od elementu (2,1) i przyréwnamy
te r6znice do 2k, sin 0, to otrzymamy:

21, sin 0 = (ngyne — NaxNy) + (04y0s — 0420y) + (AdyQy — Qazy)

1
r,sinf = 5[(71 X Ng),+ (0Xx04),+ (ax ag),]

indeks z okredla odpowiednia sktadowa iloczynéw
wektorowych zdefiniowanych wyzej. Odejmiemy element (3,1)
od elementu (1,3) i przyrownamy réznice do 2k, sin 0:

1
r,sinf = 5[(71 X Ng), + (0 X 04), + (a X ag),]

Postepujac analogicznie, odejmiemy od elementu (2,3) element
(3,2) i przyréwnamy do 2k, sin 6, co daje

1
rpsinf = 5[(7?, X Ng)y + (0 X 04); + (@ X ag),]

Na podstawie powyzszych wzoréw mozemy natychmiast
napisac, ze

1
eO:rsin«9:i(nxnd—l—oxod+axad) (193)

Z uwagi na funkcje sin kat 0 (reprezentujacy btad orientacji)

kpowinien sie zawiera¢ w przedziale —7/2 < 0 < 7/2. J
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Obliczenie pierwszej i drugiej pochodnej btedu orientacji

Na poczatku wyznaczymy pochodna pierwszego sktadnika
wzoru (193):

%(n XMNg) =N Xng+nxng=—-Sng)n+Sn)n,. (194)
Pochodne wektoréw jednostkowych obliczymy wedtug

nastepujacych wzoréw:
n=wxn=-S(n)w oraz Ng = wg X Ng = —S(ng)wy,

przy czym w oraz wy sa predkosciami katowymi ukladéw n, o, a
oraz ng, 04, ag wzgledem ukladu podstawowego. Podstawiwszy
powyzsze zalezno$ci do wzoru (194), otrzymujemy:

d
E(n X 1ng) = S(ng)S(n)w — S(n)S(ng)wq.

Przez analogie do tego wzoru zapiszemy pozostate pochodne
iloczynéw wektorowych:

d
(0 x 04) = S(04)S(0)w — S(0)S(04)ws

oraz

d
a(a, X aq) = S(aq)S(a)w — S(a)S(ay)w,.

Na podstawie tych wzoréw pochodna wzoru (193) wzgledem
czasu przeksztalcimy do postaci:

e, =— 5 (S(n)S(ny) + S(0)S(0y) + S(a)S(ay)) wa+

+ 2 (S(ny)S(n) + S(0,)S(0) + S(a,)S(a) w.

\ : _/
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1
2

postaci:

e =

\

Wprowadzimy nastepujace oznaczenie:
L = —-(S(n4)S(n) + S(0q4)S(0) + S(as)S(a)) ,

co w konsekwengji daje rOwnanie:

Biorac teraz pod uwage wzory (189) i (195), mozemy napisac:

, é, L'w; — LIo(q)q L' w, L 0 |_.
e=| "= . N R Jg.
€p pa — JIp(q)q Pd 0 U

(196)
Przejdziemy teraz do obliczenia drugiej pochodnej bledu e.
Korzystajac ze wzoru (196), mozemy zapisac:
. éo Lde Lde L O o L 0
€ = = + - (JG+JIq)—
é, Pa 0 0 U 00
(197) |
gdzie
: 1
L' =-— 5 [S(n)S(S(ng)wy) + S(S(n)w)S(ng) + S(a)S(S(aq)wq)+
+ S(S(a)w)S(aq) + S(0)S(S(0q)wa) + S(S(0)w)S(04)] -

Wz6r (197) mozemy przedstawié rOwniez w alternatywnej

é, = L'w; — Lw. (195)

. T .
L w,+L7w, — Lw— Lw
! ‘ (198)

Pdi— D

J
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3.7.4. Poréwnanie algorytméw

3.8. Statyka

dw, = rvdq
dW; = F'dp + N'wdt
dW; = F'J,dg+ N"Jodq = f'J(q)dq

W, = 116q
SW; = fiq
W stanie rOwnowagi statycznej
oW, — oWy =0

T=J(q) " f (199)

3.8.1. Dualnos¢ kineto-statyczna

Rys. 44 Przeciwdziedzina oraz przestrzeti zerowa odwzorowania J*

/
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Przeciwdziedzina odwzorowania J* jest podzbiér R(J")
przestrzeni RY tych sit uogélnionych dziatajacych w ztaczach,
ktére rownowaza sily dzialajace w srodku chwytaka w kazdej
konfiguracji manipulatora. Z kolei przestrzenia zerowa
odwzorowania J' nazywamy podprzestrzen N'(J") przestrzeni
R" sit dzialajacych na chwytak, ktére nie wymagaja zadnych
rownowazacych je sil uogélnionych w ztaczach w kazdej
konfiguracji manipulatora. Z tych definicji wynika, ze kazda sile
f € N(J") réwnowaza sily reakcji zadanej struktury
mechanicznej. A wiec gdy manipulator znajduje sie

w konfiguracji osobliwej, pozostaje on w rownowadze
niezaleznie od sit zewnetrznych f dziatajacych na chwytak.
Zalezno$¢ pomiedzy dwoma podprzestrzeniami wyraza sie
nastepujaco:

N(J)=R+(I) oraz  R(J)=N+(J1),

gdzie L oznacza uzupelnienie ortogonalne. Oznacza to, ze jezeli
znany jest tylko jakobian manipulatora, to mozemy zdefiniowac
przeksztalcenie kinematyczne predkosci oraz zaleznosci
statyczne przez okreSlenie przeciwdziedziny oraz
podprzestrzeni zerowej odpowiedniego jakobianu i jego
transpozycdji.

3.8.2. Transformacja predkosci i sil

Patrz punkt 4.1

\ /
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9. Elipsoida manipulowalnosci

¢'q=1

vTJTTJva =1

w(q) = y/det(JIT) (200)

w(q) = |det(JJ7)|

lub

\ _/
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