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2.12. Zadania odwrotne kinematyki

Okres$lenie zadania odwrotnego kinematyki

11 Ti2 T13 Pz
o1 Ta2 123 Py

31 T32 733 P

Warunek istnienia rozwiazan

Strategie rozwiazan:

(a) rozwiazania w postaci jawnej:
e metoda geometryczna,
e metody algebraiczne (przez podstawianie, przez redukgje
do wielomianu),
(b) rozwiazania numeryczne:
e z wykorzystaniem jakobianu,

e algorytmu iteracyjnego rozwiazywania z.o.k. :

— metoda najwiekszego spadku,
— metoda Newtona-Raphsona,
— metoda wykorzystujaca kwaterniony.

Odsprzezenie kinematyczne

\ /
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2.12.1. Planarny 3DOF \

Rozwiazanie geometryczne

Przyklad: Robot planarny o 3 stopniach swobody

VA
X3
aBQ3
py y3
W2 X,
Vi a,
4y, P q,
a
X, qi
O -
x() px X
Rys. 32

C123 —S123 0 aycq + agcro
S123  C123 0 a181 + agsyo
0 0 1 0
0 0 0 1

P>+ pz = a2 + a3 — 2a,a; cos(m — @)
P+, — af — a3
2@1@2

Musi by¢ spetniony warunek: vVp2 + p2 < a1 + az

COS @y =

a = Atan2(p,, p.)

cos BV p? +p§ = a1 + ay cos ¢

(8 = arccos (p?c - pfj o

20,V P, + 1
N ' /
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przy czym (3 € (0, 7) (istnienie odpowiednich tréjkatow)

Rozwiazania algebraiczne

Przykiad 1: Robot planarny o 3 stopniach swobody
Y =q +q2+ g3

Pz = 1 COSq1 + ag cos(qr + ¢2)
py = a1sing; + azsin(q1 + ¢2)

pi + pz = a% + ag + 2a1a5 €oSs g9

sin g, = £1/1 — cos? ¢y
q2 = Atan2(sin ¢, cos ¢o)
mozna odpowiednio pogrupowac ( 92)
Pe = k1cosqr — ko sing
py = k1singqy + ko cos ¢y

gdzie: k1 = a1 + az cosqe , ko = agsin ¢

po podstawieniu do (96) zaleznosci

N ER:
Y = AtanZ(kQ, ]{71>

ki =1rcosvy,ky =rsinvy

\

A

1)
(92)

(93)
(94)
(95)

(96)

97)

J
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otrzymujemy \
Pz — cosycosq —sinysing
P2 = cosysing; +sin~ycosq

(98)
czyli cos(y+ q1) = B, sin(y + ¢1) = 2

r 7 o

wiec ¢; = Atan2(py, p.) — Atan2(ks, k1)

Inny sposéb polega na podstawieniu rozwiazania na ¢, do
uktadu réwnan (92) i rozwigqzania uktadu rownan. Wéwczas

otrzymujemy:
(a1 + a2 €08 q2)ps + aspy sin s
COS ) = 3
Pz + Dy
, (a1 + ag cos q2)py — Gap, SN @
sing; = S
Py + Dy
a nastepnie
¢ = Atan2(sin ¢, cos ¢) (99)

Wspoélrzedna uogolniona g3 wyznaczymy ostatecznie z rOwnania
(91):

@B=90—q — (100)

. _/
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2.12.2. Manipulator z nadgarstkiem sferycznym

Odsprzezenie kinematyczne

Rys. 33

Podziat zadania na dwa prostsze:
e zadanie odwrotne kinematyki dla pozycji nadgarstka p,,,
e zadanie odwrotne kinematyki dla orientagji.

Krok 1: Znajdujemy wektor p,(q1, ¢2, g3) faczacy poczatek
uktadu odniesienia z punktem centralnym nadgarstka

pw(Qla q2, Q3) =D — dGng =P — d6a (101)

\ /
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czyli
_pwx_ _pm—d67“13_
Puw, — | Py — dgT23
| Pw. | _pz—d67“33_

i znalez¢ (q1, q2, q3)

Krok 3: Znalez¢ macierz R3(q1, ¢, ¢3) (z zadania prostego
kinematyki)

R} (q4, g5, gs): wzor (23, 24) dla katéw odpowiednio (i, 9, 1))
reprezentacji ZYZ

R; = R3R;
R = (R3)"'Rg = (Ry)" Ry

\

\

(102)

Krok 2: Rozwiaza¢ zadanie odwrotne kinematyki dla wektora p,,

Krok 4: Znalez¢ zestaw katéw Eulera odpowiadajacy macierzy

(103)

J
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2.12.3. Manipulator sferyczny

Redukcja do wielomianu

(TY)™' Ty = Ty

Pw,C1 + Dw,S1 d3s2
1 _ _
Py = — P, = | —dszc
| —Pw,S1 F PuyC1 | | dy |
_ 91 I _ 2t
t = tan 3 C1= 5@ S17= 1ip

czyli
(d2 + pu, )t° + 2Py, t + do — Py, =0

—Puw, T \/p%ugg +p%uy —d3

t =
d2 +pwy

¥, = 2Atan2(p,,, + \/p?um +p%uy — d5,dy + pu,)

Pw,C1 T Puw,S1  d3S2

_pwz _d362

192 = Atan2<pwmcl + pwyslypwz)

ds — \/ (Pun €1 + Dy $1)% + 12,
tylko dla d3 > 0

\

(104)

(105)

(106)

(107)

J
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J12.4. Manipulator antropomorficzny

Przykiad: Robot Yasukawa

Rys. 34

(e
0
Ps

Tablica 1 Parametry ZDH dla robota Yasukawa L-3

Nrogniwa | o;—1 | ai—1 | d; | 0i=¢q; | 05 | O}
1 0 0o |o| ¢ |01
2 —x/21 0 | 0] g 011
3 0 as 0 q3 0|1
4 0 a3 | 0| g |01
5 72 | 0 0| ¢ |0]1

/
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TY = T)T,T:T:T; (108)
Pomno6zmy obustronnie to réwnanie przez (T9) ™
(T9)™'T5 = TyT;T,T5 (109)
Lewa strona tego rOwnania ma postac:
711 COS ¢1 + To1 SIn qq 712 COS (1 + T998IN@qq  T13COS @ + 793 Sin qq
—T11 8N Qq + 721 COSGr  —7Ti128I1 ¢ + a2 COSGr  —T13 SN g1 + 723 COS ¢
31 32 r'33
I 0 0 0
Pz COS Q1 + Py sinq
—p, Sinq; + p, COS
Px q1 T Dy q1 (110)
Pz
1 —
Prawa strona wzoru (109) przyjmie postac:
— —  sin(ge +q3+qs) —
sin coS 0 0
ds ds (111)
- —  cos(@e+q3+qu) —
|0 0 0 I
—pzsing; + p,cosq =0 (112)
co pozwoli wyznaczy¢ wspoélrzedna uogdlniona g;:
¢ = Atan2(py, p) (113)
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sin g5 = —ry1 Sin g + 791 COS 4 (114)
COS (s = —T12 sin qi -+ 799 COS a1
¢s = Atan2(—ryysing + ro; cosqy — rio8ing + rogcosq)  (115)
C.OS(Qz + g3 + qu) = 733, | (116)
sin(ge + 3 + qa) = ri3cos ¢ + razsing;
g2 + qs + qs = AtaHZ(Tlg COS @1 + T23 sin qdi, 7“33) (117)
A
-9 B
a,
9,
0° Jﬁ=
p. D,
Rys. 35
2 2 2 2 2
x TP, TDP;—a;—a
COS @3 = Po TPy T H 2 3 (118)
2@2&3
g3 = Atan2(+/1 — cos? g3, cos gs) (119)
¢ = Atan2(p,, V p> + pz) + Atan2(agsin gz, as + agcosqz) (120)
qs = Atan2(ry3cos qq + 723 COS q1,733) — @2 — 3 (121)

\

_/

Wprowadzenie do robotyki, 2015 http://etacar. put. poznan. pl/piotr.dutkiew cz



Politechnika Poznariska, Katedra Sterowania i InZzynierii Systemoéw str. 11

/2.12.5. Nadgarstek sferyczny \

.
|
1
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| |
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Nw R ] W
<
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Jezeli zatozymy, ze V5 € (0, ), to otrzymujemy rozwiazanie:

\
¥, = Atan2(a?, a )

95 = Atan2( \/ 32,a8) (122)
Je = Atan2(s3, —n?)

Z7

/

Z kolei jesli U5 € (—m,0), rozwiazanie przyjmuje postac:

\

¢ = Atan2(—a;, —a;)
9 =Atanz(—\/<a;)2+<ag)2,ag) > (123)
Y = Atan2(—s3,n?)

\ /
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